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Ìíîãèì èçâåñòíà çàìå÷àòåëüíàÿ êíèãà
Á. Ãåëáàóìà è Äæ. Îëìñòåäà «Êîíòðïðè-
ìåðû â àíàëèçå» [1]. Â ýòîé êíèãå ñîáðà-
íû ïðèìåðû êîíñòðóèðîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ
ôóíêöèé, áëàãîäàðÿ êîòîðûì ÷èòàòåëþ
ñòàíîâèòñÿ ÿñíî, ÷åì îäèí êëàññ ôóíêöèé
îòëè÷àåòñÿ îò äðóãîãî. Òàêîå çíàíèå ïðèí-
öèïèàëüíî âàæíî äëÿ ãëóáîêîãî îâëàäå-
íèÿ ìàòåðèàëîì êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîãî
àíàëèçà, ïîñêîëüêó ïðîñòûå ïðèìåðû,
ïðèâîäèìûå â ó÷åáíèêàõ, îáû÷íî ïðèíàä-
ëåæàò íåñêîëüêèì ðàçëè÷íûì êëàññàì. Ýòî
íå ïîçâîëÿåò îáó÷àåìîìó ïîëíîöåííî èñ-
ïîëüçîâàòü òàêèå ïðèìåðû êàê òèïîâûå
îáðàçöû èçó÷àåìûõ êëàññîâ äëÿ îáäóìû-
âàíèÿ çàäà÷ è ïðåäâèäåíèÿ ðåçóëüòàòîâ.
Áåç óìåíèÿ êîíñòðóèðîâàòü êîíòðïðèìå-

Àííîòàöèÿ

Ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå ïðîãðàììíîé ïîääåðæêè âàæíîãî äëÿ ðàçâèòèÿ ìà-
òåìàòè÷åñêîãî ìûøëåíèÿ òèïà ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷, óñëîâèåì êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ñâîé-
ñòâà íåèçâåñòíîãî îáúåêòà, à ðåøåíèå ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè îáúåêòà ñ çàäàííûìè ñâîé-
ñòâàìè. Óñëîâèÿ çàäà÷ çàäàþòñÿ íàáîðîì ïðåäèêàòîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ ïðàâèëüíûé
îòâåò. Â ïðåäèêàòàõ ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ ñòàíäàðòíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îïåðàöèè è
÷èñëîâûå ôóíêöèè, ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè, êâàíòîðû âñåîáùíîñòè è ñóùåñòâîâàíèÿ. Ðàçðà-
áîòàííàÿ òåõíîëîãèÿ äåìîíñòðèðóåòñÿ íà çàäà÷àõ, ñâÿçàííûõ ñ ïîñòðîåíèåì ãðàôèêîâ
ôóíêöèé. Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé ìåòîäè÷åñêîé çàäà÷è ðàññìàòðèâàåòñÿ óïðîùåí-
íûé âàðèàíò ââîäà ãðàôèêà: íåïðåðûâíûå åãî ÷àñòè ââîäÿòñÿ «ïî òî÷êàì» è èíòåðïðå-
òèðóþòñÿ êàê êóñî÷íî-ëèíåéíûå ôóíêöèè. Äëÿ ââîäà àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ èñ-
ïîëüçóåòñÿ ââîä òî÷åê ãðàôèêà â ñïåöèàëüíî âûäåëåííûå îáëàñòè îêíà ñ ñèñòåìîé êî-
îðäèíàò, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ôîðìàëèçàöèåé óñëîâíîñòåé, ïðèìåíÿåìûõ ïðè ðèñîâàíèè ãðà-
ôèêîâ «îò ðóêè».

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ýëåêòðîííîå îáó÷åíèå, âåðèôèêàöèÿ óòâåðæäåíèé, ïðåäèêàòû,
âèçóàëèçàöèÿ îïðåäåëåíèé ïðåäåëà, ââîä ãðàôèêîâ.

ðû îáó÷àåìûé áóäåò èñïûòûâàòü çàòðóä-
íåíèÿ ïðè îñóùåñòâëåíèè ìûñëåííûõ ýê-
ñïåðèìåíòîâ ñ ôóíêöèÿìè ðàçëè÷íûõ
êëàññîâ.

Íà íàø âçãëÿä, óìåíèå êîíñòðóèðîâàòü
ïðèìåðû ÿâëÿåòñÿ âàæíîé ÷àñòüþ ïîíè-
ìàíèÿ íå òîëüêî âóçîâñêîãî, íî è øêîëü-
íîãî ìàòåðèàëà è ïîçâîëÿåò óâÿçàòü ôîð-
ìàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äîêàçàòåëüñòâà ñ
åãî ïñèõîëîãè÷åñêèì âîñïðèÿòèåì. Óìå-
íèå áûñòðî êîíñòðóèðîâàòü ïðèìåðû ôóí-
êöèé ñ çàäàííûìè ñâîéñòâàìè ìîæåò ñëó-
æèòü îñíîâîé äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ôîð-
ìóëèðîâêè è âûâîäà îáùèõ òåîðåì.

Îáðàòèì âíèìàíèå åù¸ íà îäíó ïðî-
áëåìó, èñòîêè êîòîðîé íàõîäÿòñÿ â øêî-
ëå, íî â ïîëíîé ìåðå ïðîÿâëÿþòñÿ ïðè
èçó÷åíèè ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà â âóçå.

Îñíîâîé âóçîâñêîãî êóðñà ìàòåìàòè-
÷åñêîãî àíàëèçà ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå áåñêî-
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íå÷íî ìàëûõ è áåñêîíå÷íî áîëüøèõ âå-
ëè÷èí. Òðàäèöèîííàÿ íîòàöèÿ îïðåäåëå-
íèé, îïèñûâàþùèõ ýòè è ñâÿçàííûå ñ íèìè
ïîíÿòèÿ, îïèðàåòñÿ íà ÿçûê «ýïñèëîí-äåëü-
òà», êîòîðûé âïåðâûå ïîÿâëÿåòñÿ ïðè èçó-
÷åíèè ýòèõ ïîíÿòèé, à ïîâòîðíî âñòðå÷à-
åòñÿ óæå ïðè èçó÷åíèè èñ÷èñëåíèÿ ïðåäè-
êàòîâ â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè.

Îäíîâðåìåííîå ïîÿâëåíèå ýòèõ äâóõ
òðóäíîñòåé � ÿçûêà ïðåäèêàòîâ è ïîíÿòèÿ
áåñêîíå÷íî ìàëûõ � ñðàçó ïðèâîäèò ê
ïîÿâëåíèþ ìíîæåñòâà ñòóäåíòîâ, íå ïî-
íèìàþùèõ ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç è íà-
÷èíàþùèõ âîñïðèíèìàòü îïðåäåëåíèÿ
ôîðìàëüíî.

Ìåæäó òåì, íà íàø âçãëÿä, ýòà ïðî-
áëåìà îòíîñèòñÿ ê ÷èñëó òåõ æå ïðîáëåì,
÷òî è òðóäíîñòè èçó÷åíèÿ ãåîìåòðèè íà
îñíîâå òåîðèè ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðåîáðàçî-
âàíèé, îáíàðóæåííàÿ â 80-õ ãîäàõ ïðîøëî-
ãî âåêà ïðè ââåäåíèè â øêîëàõ íîâîé ïðî-
ãðàììû èçó÷åíèÿ ìàòåìàòèêè, êîòîðàÿ ïî-
ëó÷èëà íàçâàíèå ïðîãðàììû Êîëìîãîðîâà.
À èìåííî, ïðè÷èíà ïðîáëåì êðîåòñÿ â îò-
ñóòñòâèè ïðàêòè÷åñêîãî îïûòà ðàáîòû ñ
íàãëÿäíûìè èíñòðóìåíòàëüíûìè ìîäåëÿìè,
àäåêâàòíî îòðàæàþùèìè ñóùíîñòü ìàòåìà-
òè÷åñêèõ ïîíÿòèé. Ïîýòîìó, åñëè ïåðåä
èçó÷åíèåì îáùèõ ïîíÿòèé îáó÷àåìûé ïî-
ëó÷èò èíñòðóìåíò äëÿ ðàáîòû ñ ÿçûêîì ïðå-
äèêàòîâ è èíñòðóìåíò äëÿ ðàáîòû ñ îïðå-
äåëåíèÿìè íà ÿçûêå ïðåäèêàòîâ è ñàìî-
ñòîÿòåëüíî ïîñòðîèò è èññëåäóåò îïèñàí-
íûå èì ñàìèì îáúåêòû, òî îïðåäåëåíèÿ èç
äåêëàðàòèâíûõ óòâåðæäåíèé ïðåâðàòÿòñÿ â
èíñòðóìåíò ïðàêòè÷åñêèõ ïîñòðîåíèé, ýê-
ñïåðèìåíòîâ è ïîñòðîåíèÿ ñóæäåíèé.

Äëÿ ðåàëèçàöèè äàííîãî êëàññà çàäà÷
íà óðîâíå øêîëû íàìè ïðåäëàãàåòñÿ ñèñ-
òåìà, êîòîðàÿ ïîääåðæèâàåò ñîñòàâëåíèå
è ðåøåíèå çàäà÷ íà ïîñòðîåíèå ãðàôèêîâ
ôóíêöèé ïî èõ ñâîéñòâàì. Äëÿ îïèñàíèÿ
ñâîéñòâ èñïîëüçóåòñÿ ÿçûê èñ÷èñëåíèÿ
ïðåäèêàòîâ. Êîíñòðóèðîâàíèå ôóíêöèè
ïðåäïîëàãàåò ïîòî÷å÷íûé ââîä ãðàôèêà
êóñî÷íî-ëèíåéíîé ôóíêöèè è èñïîëüçîâà-
íèå ñïåöèàëüíûõ ïðèåìîâ äëÿ óêàçàíèÿ
àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè.
Èñïîëüçîâàíèå äàííîé ñèñòåìû ïîçâîëÿ-
åò êîíñòðóèðîâàòü ôóíêöèè ñ ðàçëè÷íû-

ìè ñî÷åòàíèÿìè ðàñïîëîæåíèé íóëåé ôóí-
êöèè, ïðîìåæóòêîâ çíàêîïîñòîÿíñòâà, ýê-
ñòðåìóìîâ, ïðîìåæóòêîâ âîçðàñòàíèÿ, ðàç-
ðûâîâ, ïðîìåæóòêîâ âûïóêëîñòè è âîãíó-
òîñòè.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñóùåñòâóåò ìíîæå-
ñòâî ñèñòåì, ïðåäïîëàãàþùèõ ãðàôè÷åñêîå
îòîáðàæåíèå èíôîðìàöèè, îäíàêî âñå îíè
îñíîâàíû íà îäíîé èç äâóõ ñòðàòåãèé:

� òàáëè÷íûé ââîä äàííûõ,
� çàäàíèå ôóíêöèé ôîðìóëîé.
Íàïðèìåð, âñå ñèñòåìû ïîääåðæêè

ñèìâîëüíûõ âû÷èñëåíèé (Maple, Mathema-
tica, Maxima, MathCad è äð.) ïîçâîëÿþò
èçîáðàæàòü ãðàôèê ôóíêöèè, åñëè èçâåñ-
òíà ôîðìóëà èëè óðàâíåíèå, çàäàþùèå
ôóíêöèþ [2].

Ñèñòåìû, ñïåöèàëüíî ñäåëàííûå äëÿ
èñïîëüçîâàíèÿ â øêîëå, íàïðèìåð «Æè-
âàÿ ìàòåìàòèêà» èëè «Àâòîãðàô», òàêæå
ïîçâîëÿþò èçîáðàæàòü ãðàôèêè ÿâíî èëè
ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàííûõ ôóíêöèé, ñòðî-
èòü ãðàôèêè ïî òî÷êàì, ñîåäèíÿÿ òî÷êè
ãðàôèêà îòðåçêàìè ïðÿìûõ («ïðîãðàììà
«Àâòîãðàô» ïîçâîëÿåò òàêæå èçîáðàæàòü
ãðàôèêè íåêîòîðîãî êëàññà íåÿâíî çàäàí-
íûõ ôóíêöèé). Â òî æå âðåìÿ íè îäíà èç
èçâåñòíûõ ñèñòåì íå ïðåäïîëàãàåò ââîä
ãðàôèêà îò ðóêè, ñ òåì ÷òîáû ðàññìàòðè-
âàòü åãî êàê îáúåêò àíàëèçà.

Îïðåäåëåííûå øàãè â ýòîì íàïðàâëå-
íèè áûëè ñäåëàíû â ïðîãðàììíûõ ðåàëè-
çàöèÿõ ìåõàíèçìà «àíêåòà ôóíêöèè», êî-
òîðûå íàøëè ñâî¸ îòðàæåíèå â ïðîãðàìì-
íûõ ïðîäóêòàõ [3, 4]. Îäíàêî â íèõ, âìå-
ñòî ãðàôè÷åñêîãî ââîäà, ðàññìàòðèâàëñÿ
èíòåðôåéñ çàïîëíåíèÿ «àíêåòû» ôóíêöèè,
â êîòîðîé óêàçûâàëèñü îñíîâíûå ñâîé-
ñòâà, îïðåäåëÿþùèå âèä ãðàôèêà. Â êà÷å-
ñòâå îáðàòíîé ñâÿçè ó÷åíèêó äåìîíñòðè-
ðîâàëñÿ ïðåäïîëàãàåìûé ãðàôèê, è, åñëè
ýòîò ãðàôèê íå ñîâïàäàë ñ îæèäàåìûì,
ó÷åíèê ìîã ïåðåéòè ê èñïðàâëåíèþ îøè-
áîê â àíêåòå ôóíêöèè. Îäíîé èç ïðîáëåì
â ðåàëèçàöèè ýòîé òåõíîëîãèè ÿâëÿåòñÿ
ïîòåíöèàëüíîå íàëè÷èå ïðîòèâîðå÷èé (â
ñëó÷àå, åñëè àíêåòà çàïîëíåíà íåïðàâèëü-
íî), íà êîòîðûå ïðîãðàììà äîëæíà ðåà-
ãèðîâàòü. Â óêàçàííûõ âûøå ïðîäóêòàõ
ýòà çàäà÷à ðåøàëàñü ïî-ðàçíîìó: â ïðî-
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ãðàììå «Ëàáîðàòîðíûå ðàáîòû ïî ìàòå-
ìàòèêå» ïðîòèâîðå÷èâûå ñâîéñòâà îòáðà-
ñûâàëèñü, â ïðîãðàììå «Ìàòåìàòèêà.
Ïðàêòèêóì: 5�11 êëàññû» ïðè íàëè÷èè
ïðîòèâîðå÷èé â àíêåòå ãðàôèê íå ñòðîèë-
ñÿ ñîâñåì.

Ðåàëèçàöèÿ ââîäà ãðàôèêà «îò ðóêè»,
ïðåäïðèíÿòàÿ â äàííîé ðàáîòå, ïðåäïîëà-
ãàåò äîïîëíèòü «àíêåòíûé» ñïîñîá çàäà-
íèÿ ôóíêöèè, êîãäà âñå ñîñòàâëÿþùèå
«àíêåòû» ôóíêöèè ìîæíî çàäàòü ãðàôè-
÷åñêè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðîãðàììíûé
ïðîäóêò ïîçâîëèò ôîðìóëèðîâàòü íîâûå
çàäà÷è, ïðåäïîëàãàþùèå íå åäèíñòâåííûé
ïðàâèëüíûé îòâåò, ïðè÷¸ì çàäà÷à íå òðå-
áóåò ñïåöèàëüíîãî íàõîæäåíèÿ «ïðàâèëü-
íîãî» îòâåòà ìåòîäèñòîì, ïîñêîëüêó ïðî-
âåðÿòüñÿ áóäóò îòäåëüíûå (óêàçàííûå â
óñëîâèè) ñâîéñòâà ãðàôèêà ôóíêöèè.

ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÂÂÎÄÀ ÃÐÀÔÈÊÀ
×ÅÐÅÇ ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ «ÎÒ ÐÓÊÈ»

Ïðè ðèñîâàíèè ãðàôèêà íà ëèñòå áó-
ìàãè ðóêà ó÷åíèêà ìîæåò ñêîëüçíóòü â ñòî-
ðîíó îò ïðîâîäèìîé ëèíèè. Â ýòîì ñëó÷àå
ó÷åíèê ïðîâîäèò ïî ýòîìó ìåñòó ïîâòîð-
íî, ïîêà æèðíî íå âûäåëèò íóæíóþ åìó
ëèíèþ. Ïðè ýòîì, ðàçóìååòñÿ, îí íå ñòðå-
ìèòñÿ èçîáðàçèòü ãðàôèê òî÷íî, îí èçîá-
ðàæàåò ëèøü òåíäåíöèè: «çäåñü ãðàôèê
âîçðàñòàåò, çäåñü ó íåãî ìàêñèìóì, çäåñü
ãðàôèê óáûâàåò» è ò. ä. Ýòèì, â ÷àñòíî-
ñòè, îáúÿñíÿþòñÿ òå «îøèáêè», êîòîðûå
÷àñòî îáíàðóæèâàþòñÿ ó øêîëüíèêîâ ïðè
ïîñòðîåíèè ñòàíäàðòíûõ ãðàôèêîâ: òî
ïàðàáîëà îêàçûâàåòñÿ «çàîñòðåííîé» â
âåðøèíå, òî ãðàôèê ñèíóñà ïåðåñåêàåò îñü
àáñöèññ ïîä ïðÿìûì óãëîì. Íà íàø âçãëÿä,
ñ÷èòàòü èõ îøèáêàìè ìîæíî, òîëüêî åñëè
ó÷åíèê èçîáðàæàåò ñâîéñòâà äèôôåðåíöè-
ðóåìîé ôóíêöèè, òî åñòü ó÷èòåëü ïðîâåðÿ-
åò òî, íàñêîëüêî õîðîøî ó÷åíèê âëàäååò
ïîíÿòèÿìè äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëå-
íèÿ è ìîæåò èõ ïðèìåíÿòü ê ïîñòðîåíèþ
ãðàôèêîâ ôóíêöèé. Åñëè æå ó÷åíèê õî÷åò
îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî÷êó ýêñòðåìóìà
(êàê â ïåðâîì ñëó÷àå) èëè ïðîìåæóòêè
âîçðàñòàíèÿ-óáûâàíèÿ (âî âòîðîì), òî îñî-
áåííîñòè ïîâåäåíèÿ êàñàòåëüíîé ìîãóò íå
ïðèíèìàòüñÿ âî âíèìàíèå, òàê êàê âûá-

ðàííàÿ ó÷åíèêîì ãðàôè÷åñêàÿ ìîäåëü ýòèõ
ïàðàìåòðîâ íå ó÷èòûâàåò.

Òàêèì îáðàçîì, ñîçäàâàÿ ìîäóëü ââî-
äà ãðàôèêà, ìû äîëæíû ñóìåòü «ïîéìàòü»
òîëüêî òå ñâîéñòâà, êîòîðûå ó÷åíèê õî-
÷åò ïðîäåìîíñòðèðîâàòü. Íàïðèìåð, åñëè
ïðè äâèæåíèè «ìûøêîé» ðóêà äðîæèò è
âìåñòî ìîíîòîííîé ôóíêöèè ïîÿâëÿåòñÿ
ôóíêöèÿ ñ áîëüøèì ÷èñëîì ëîêàëüíûõ
ýêñòðåìóìîâ, ýòî ÿâíî íå òî, ÷òî ïðîãðàì-
ìà äîëæíà «óâèäåòü».

Â äàííîì ñëó÷àå ìû ñ÷èòàåì ïðàâèëü-
íûì ñîåäèíèòü «îïðåäåëåíèÿ» òåõ èëè
èíûõ ñâîéñòâ ôóíêöèè ñ óñëîâíûìè ïðåä-
ñòàâëåíèÿìè èõ ãðàôèêàìè òàê, ÷òîáû,
ñòðîÿ ãðàôèê, ó÷åíèê îäíîçíà÷íî ïåðå-
äàâàë ÷åðåç ãðàôè÷åñêèé èíòåðôåéñ ýòó
èíôîðìàöèþ. Äëÿ ýòîãî ìû íà ïåðâîì ýòà-
ïå îòêàçàëèñü îò èäåè «ïëàâíîãî» ðèñî-
âàíèÿ ãðàôèêà, ñîõðàíèâ âîçìîæíîñòü
ó÷åíèêó òî÷íî ïåðåäàâàòü ñâîè íàìåðå-
íèÿ î ïîâåäåíèè ãðàôèêà òàêîãî âèäà:
«ñåé÷àñ ãðàôèê äîëæåí èäòè ââåðõ, äàëåå
ó íåãî ìàêñèìóì, ïîñëå òî÷êè ìàêñèìóìà
ëèíèÿ ãðàôèêà äîëæíà ïîéòè âíèç» è ò. ä.
Ïðîãðàììà ïðåäîñòàâëÿåò ó÷åíèêó âîç-
ìîæíîñòü ðèñîâàòü ãðàôèê êóñî÷íî-ëè-
íåéíîé ôóíêöèè, ù¸ëêàÿ ìûøêîé òàì, ãäå
åìó íóæíî èçìåíèòü õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ
ôóíêöèè. Ïðè ýòîì åñòåñòâåííûì îáðà-
çîì âèçóàëèçèðóþòñÿ îïðåäåëåíèÿ âîçðà-
ñòàíèÿ, óáûâàíèÿ, ýêñòðåìóìà, âûïóêëîñ-
òè, âîãíóòîñòè è ïåðåãèáà ôóíêöèè, ñ÷è-
òàÿ, ÷òî ýêñòðåìóìû ìîãóò áûòü òîëüêî â
îòìå÷àåìûõ òî÷êàõ, à ïåðåãèáû íà îòðåç-
êàõ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îäíîâðåìåííî êîí-
öàìè ó÷àñòêîâ âûïóêëîñòè îäíîãî çíàêà
è íà÷àëîì ó÷àñòêîâ âûïóêëîñòè ïðîòèâî-
ïîëîæíîãî çíàêà (èëè â íåêîòîðûõ ñëó-
÷àÿõ îáðàçîâûâàòü ïðîìåæóòêè ñ êîíöà-
ìè â îòìå÷åííûõ òî÷êàõ).

Îáðàòèì âíèìàíèå åù¸ íà òàêèå îñî-
áåííîñòè ñóæäåíèé ó÷åíèêà, êîòîðûå íå
áóäåò ó÷èòûâàòü ïåðâîíà÷àëüíî ïðåäëàãàå-
ìûé èíòåðôåéñ (íî êîòîðûå ó÷èòûâàþòñÿ
â âåðñèè ââîäà «ñî ñãëàæèâàíèåì»). Ýòè
îñîáåííîñòè îò÷àñòè îáúÿñíÿþòñÿ òðàäè-
öèÿìè, à îò÷àñòè æèçíåííûì îïûòîì, íà-
ïðèìåð, «îêîëî ìàêñèìóìà ãðàôèê äîë-
æåí ïëàâíî çàêðóãëÿòüñÿ». Ðàçóìååòñÿ «çàê-
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ðóãëÿòü» ãðàôèê íóæíî, òîëüêî åñëè ìû
ãîâîðèì î ôóíêöèÿõ îïðåäåëåííîãî êëàñ-
ñà, òî æå ìîæíî ñêàçàòü î âûïóêëîñòè.
Îäíàêî, ÷åì áîëüøå äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòè-
êà áóäåò âõîäèòü â êóðñ òðàäèöèîííîãî
îáó÷åíèÿ ìàòåìàòèêå, òåì áîëåå åñòåñòâåí-
íûìè áóäóò ñòàíîâèòüñÿ ôóíêöèè ñ «ëîìà-
íûìè» ãðàôèêàìè. Â òî æå âðåìÿ â ñèñòå-
ìå ïðèñóòñòâóåò ìåõàíèçì àïïðîêñèìàöèè
(åãî îáñóæäåíèå âûõîäèò çà ðàìêè äàííîé
ñòàòüè), êîòîðûé ïîçâîëÿåò ñäåëàòü ãðàôè-
êè íàñòîëüêî «ïëàâíûìè», íàñêîëüêî ýòî
äåëàåòñÿ îò ðóêè ñ ñîõðàíåíèåì ïîëîæå-
íèé âàæíûõ òî÷åê, ðàñïîëîæåíèå êîòîðûõ
ìîæåò áûòü ÷àñòüþ óñëîâèÿ çàäà÷è.

ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÛ È ÏÀÐÀÌÅÒÐÛ.
ÏÐÅÄÈÊÀÒÛ ÍÀ ÌÍÎÆÅÑÒÂÅ

ÂÂÅÄÅÍÍÛÕ ÒÎ×ÅÊ

Â êà÷åñòâå îñíîâíûõ îáúåêòîâ äëÿ
èíòåðôåéñà áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ äâà âèäà
îáúåêòîâ: òî÷êè è ïàðàìåòðû. Òî÷êè � ýòî
ïàðû ÷èñåë. Àáñöèññà è îðäèíàòà òî÷åê
ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ êàê íåçàâèñèìî, òàê
è â óêàçàííîì ñîîòâåòñòâèè, â ïîñëåäíåì
ñëó÷àå áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ èíäåêñàöèÿ
òî÷åê. Öåëåñîîáðàçíî ðàññìàòðèâàòü ïðè-
âÿçêó òî÷åê ê óçëàì ñåòêè, òîãäà ðàáîòàòü
ñ êîîðäèíàòàìè òî÷åê ìîæíî êàê ñ öåëû-
ìè ÷èñëàìè.

Ïðîãðàììà èìååò òðè ðåæèìà îòðèñîâ-
êè ãðàôèêà:

1) ãðàôèê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè; â ýòîì
ñëó÷àå èçîáðàæàþòñÿ òîëüêî òî÷êè è òåí-
äåíöèè íà áåñêîíå÷íîñòè;

2) ãðàôèê êóñî÷íî-ëèíåéíîé ôóíêöèè;
â ýòîì ñëó÷àå ãðàôèê ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
íåñêîëüêî ëîìàíûõ;

3) ñãëàæåííûé ãðàôèê êóñî÷íî-ëèíåé-
íîé ôóíêöèè, íà êîòîðîì ìîæíî òàêæå
ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ðàçëè÷íûå ðàçðûâû,
àñèìïòîòû è ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå.

Ïðîåêöèÿ ïîñòðîåííîãî ãðàôèêà íà
îñü àáñöèññ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê îáëàñòü
îïðåäåëåíèÿ ââîäèìîé ôóíêöèè, à ïðîåê-
öèÿ íà îñü îðäèíàò � êàê îáëàñòü çíà÷å-
íèé. Òî÷êè ãðàôèêà, ïîñòàâëåííûå çà êðàé-
íèìè ëèíèÿìè ýêðàíà, ñâÿçàííûìè ñ àñèì-
ïòîòèêîé ôóíêöèè, èíòåðïðåòèðóþòñÿ èíà-

÷å, ÷òî áóäåò îáñóæäåíî îòäåëüíî. Ïîÿâëå-
íèå òî÷åê â ýòèõ îáëàñòÿõ îçíà÷àåò ïðî-
äîëæåíèå îáëàñòåé îïðåäåëåíèÿ è/èëè çíà-
÷åíèé íà ñîîòâåòñòâóþùèå ïîëóîñè.

Ñâîéñòâà ôóíêöèé îïèñûâàþòñÿ ÷àñòî
èñïîëüçóåìûìè â àíàëèçå ëîãè÷åñêèìè
ôîðìóëàìè ñ êâàíòîðàìè.

Íàïðèìåð, ôîðìóëà ( ( ) 0)x f x∀ >  ñîîò-
âåòñòâóåò âûñêàçûâàíèþ «ãðàôèê ôóíêöèè
ëåæèò âûøå îñè àáñöèññ», à ôîðìó-
ëà ( 0)y y∀ >  ñîîòâåòñòâóåò âûñêàçûâàíèþ
«âñå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ïîëîæèòåëüíû».
Â äàííîì ñëó÷àå îáà âûñêàçûâàíèÿ ýêâè-
âàëåíòíû.

Çàïèñü ( ( ) 0 0)x f x x∀ > → >  ôîðìàëèçó-
åò âûñêàçûâàíèå «ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü
ïîëîæèòåëüíà òîëüêî ïðè ïîëîæèòåëüíûõ
çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà». Ïðè ñäåëàííûõ çà-
ìå÷àíèÿõ ýòî ìîæåò áûòü òàêæå ôîðìàëè-
çîâàíî, êàê 1 1 1( 0 0)y y x∀ > → > .

Óòâåðæäåíèÿ ïðè èõ ôîðìàëèçàöèè ìî-
ãóò ñîäåðæàòü ïàðàìåòðû, ñâÿçàííûå êâàí-
òîðàìè. Íàïðèìåð, óòâåðæäåíèå îá îãðàíè-
÷åííîñòè ôóíêöèè ñâåðõó ( ( ( ) ))N x f x N∃ ∀ <
ñîäåðæèò ïàðàìåòð N. Êðîìå ýòîãî, ïàðà-
ìåòðû ìîãóò áûòü ÷àñòüþ óñëîâèÿ. Íàïðè-
ìåð, çàïèñü óñëîâèÿ «ãðàôèê êâàäðàòè÷-
íîé ôóíêöèè y = ax2 + bx + c íå èìååò òî-
÷åê âíóòðè òðåòüåé ÷åòâåðòè» â ïðîïîçè-
öèîíàëüíîé ôîðìå áóäåò èìåòü âèä

2( 0 0)x x ax bx c∀ < → + + ≥ ,

òî åñòü áóäåò ïðåäèêàòîì îò òðåõ ïàðà-
ìåòðîâ a, b è c.

Ïðîâåðêà óòâåðæäåíèé ñ ïàðàìåòðà-
ìè, êàê ïðàâèëî, ïðåäîñòàâëÿåò áîëüøèå
ñëîæíîñòè, ÷åì ïðîâåðêà óòâåðæäåíèé îò
êîíå÷íîãî ÷èñëà êîîðäèíàò òî÷åê (èñêëþ-
÷åíèå ñîñòàâëÿþò ñëó÷àè, êîãäà ìíîæåñòâî
çíà÷åíèé ïàðàìåòðà äèñêðåòíî). Íàèáî-
ëåå òèïè÷åí ñëó÷àé, êîãäà ïàðàìåòðû ÿâ-
ëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè ÷èñëàìè. Â ýòîì
ñëó÷àå íóæíî ëèáî èñïîëüçîâàòü òåîðåìó
Òàðñêîãî, ÷òî ìîæåò ïðèâåñòè ê çíà÷è-
òåëüíûì âû÷èñëèòåëüíûì òðóäíîñòÿì, ëèáî
îñòàíîâèòüñÿ íà âàðèàíòå âûáîðî÷íîé
ïðîâåðêè óòâåðæäåíèÿ. Êàê ïðàâèëî, ïîñ-
ëåäíèé ïîäõîä äà¸ò õîðîøèå ðåçóëüòàòû,
åñëè ïîëüçîâàòåëü ñòðåìèòñÿ ðåøèòü çàäà-
÷ó, à íå èññëåäîâàòü ãðàíèöû ïðèìåíåíèÿ
âûáðàííîãî ïîäõîäà.
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ÎÏÈÑÀÍÈÅ ÑÂÎÉÑÒÂ ÃÐÀÔÈÊÎÂ
ÏÐÅÄÈÊÀÒÀÌÈ

Âîçìîæíîñòü ñîïîñòàâèòü ñâîéñòâàì
ôîðìàëüíûå îïèñàíèÿ ïîçâîëÿåò èñïîëü-
çîâàòü ýòè ñâîéñòâà â êà÷åñòâå ýëåìåíòîâ
êîíñòðóèðóåìûõ îòâåòîâ. Îïèñàííûé ìå-
õàíèçì ðåàëèçîâàí â ïðîãðàììå Verifier
[6, 7]. Ðàññìîòðèì ýòè âîçìîæíîñòè íà ïðè-
ìåðàõ.

Ïðèìåð 1. Ïðè çàäàíèè ãðàôèêà ïîñ-
ëåäîâàòåëüíîñòüþ òî÷åê ìåæäó ñîñåäíèìè
òî÷êàìè âîçíèêàþò åñòåñòâåííûå îòíîøå-
íèÿ ñîñåäñòâà, êîòîðûå ìîæíî çàäàòü îò-
íîøåíèåì ìåæäó àáñöèññàìè òî÷åê
L (xa; xb), êîòîðàÿ îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà A
ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ëåâûì ñîñå-
äîì äëÿ òî÷êè B. Òîãäà ôîðìóëà

( ( ; ))ax L x x∃  îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà A íå ÿâëÿ-
åòñÿ êðàéíåé ñïðàâà.

Ïðèìåð 2. Âîçðàñòàíèå ôóíêöèè ìîæ-
íî îïèñàòü ñ ïðåäèêàòîì

E(u; v) = (u > v → f(u) > f(v)).

Òîãäà óòâåðæäåíèå «ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ âîç-
ðàñòàþùåé» áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì: ( ( ( ; ))u v E u v∀ ∀ . Ñîñåäñòâî òî÷åê
áóäåò îïèñàíî áîëåå ñëîæíûì ïðåäèêàòîì:

( ; ) ( ( ))S u v w u w v v w u= ¬ ∃ < < ∨ < < .

Ìîæíî óïðîñòèòü åãî, ó÷òÿ ïîðÿäîê ñîñå-
äåé: ( ; ) ( ( )SL u v w u w v= ¬ ∃ < < . Ïîñëå ýòîãî
ìîæíî ââåñòè ïðåäèêàò, ñîîòâåòñòâóþùèé
íàëè÷èþ ñòðîãîãî ìàêñèìóìà â òî÷êå w:

( ) ( ( ( ; ) ( ; )MAX w u v SL u w SL v w f= ∃ ∃ ∧ ∧
( ) ( ) ( ) ( )))f u f w f v f w∧ < ∧ < .

Òîãäà óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî ôóíêöèÿ
èìååò ñòðîãèé ìàêñèìóì â îäíîé èç ïðî-
ìåæóòî÷íûõ òî÷åê (êîòîðûå ñîîòâåòñòâó-
þò âíóòðåííèì òî÷êàì íåïðåðûâíîãî ãðà-
ôèêà) çàïèøåòñÿ òàê: ( ( ))w MAX w∃ .

Çàìåòèì, ÷òî ïðåèìóùåñòâîì ïîòî÷å÷-
íîãî çàäàíèÿ ãðàôèêà ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü
ôîðìóëèðîâàòü è áûñòðî ïðîâåðÿòü ñâîé-
ñòâà çàäàííîé ôóíêöèè, òàê ïðîâåðêà îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ ïðîñòûì ïåðåáîðîì òî÷åê.

Ïðèâåä¸ííûå ïðèìåðû äåìîíñòðèðó-
þò íåñêîëüêî âàæíûõ çàêîíîìåðíîñòåé:

� íîâûå ïîíÿòèÿ è ñóæäåíèÿ ìîæíî
ôîðìóëèðîâàòü êàê â ôîðìàëüíîì âèäå,

òàê è â ñëîâåñíîì, ñîïîñòàâëÿÿ âçàèìíî-
îäíîçíà÷íî ïðåäëîæåíèÿ ðóññêîãî ÿçûêà
(ñ ïåðåìåííûìè) ôîðìóëàì èñ÷èñëåíèÿ
ïðåäèêàòîâ;

� ÿçûê îïèñàíèÿ ìîæíî ðàñøèðÿòü,
äîáàâëÿÿ íîâûå îïðåäåëåíèÿ, îïèðàþùè-
åñÿ íà îïðåäåëåíèÿ, ñôîðìóëèðîâàííûå
ðàíåå.

Çàìåòèì, ÷òî òàêîé ïîäõîä èìååò íå-
ñêîëüêî ïåäàãîãè÷åñêèõ ñëåäñòâèé:

1) âîçìîæíî òàêîå èñïîëüçîâàíèå
ïðåäëîæåííîãî èíñòðóìåíòà, êîãäà ó÷åíèê
è êîìïüþòåð ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè, è ôàêòè-
÷åñêè ó÷åíèê ó÷èò êîìïüþòåð ïîíÿòèÿì
ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, ïîñëåäîâàòåëü-
íî ââîäÿ íîâûå ïðåäèêàòû êàê ñâîéñòâà
èçó÷àåìûõ ïîíÿòèé (äàííûé ïîäõîä ïîñ-
ëåäîâàòåëüíî ðàññìàòðèâàåòñÿ â ðàáîòàõ
Ñ.Ã. Èâàíîâà [5]);

2) áëàãîäàðÿ âîçìîæíîñòè âåðèôèöè-
ðîâàòü ââîäèìûå óòâåðæäåíèÿ, ó÷åíèêè
ìîãóò ïîñòîÿííî èñïîëüçîâàòü ó÷åáíûé
ýêñïåðèìåíò, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé
äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ âåðû ó÷åíèêîâ â ñâîè
ñèëû; ðàçëè÷íûå âîçìîæíîñòè èñïîëüçî-
âàíèÿ ìåõàíèçìà âåðèôèêàöèè äëÿ ïîä-
äåðæêè çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà
èçëîæåíû â ñòàòüå îäíîãî èç àâòîðîâ äàí-
íîé ðàáîòû [6�8];

3) áëàãîäàðÿ âèçóàëèçàöèè, ôîðìóëè-
ðóåìûå ñâîéñòâà ìîæíî óâèäåòü íà ãðà-
ôèêàõ ôóíêöèé;

4) èñïîëüçîâàíèå øêîëüíîãî ìàòåðèà-
ëà äëÿ ôîðìóëèðîâêè ïîíÿòèé è ñóæäå-
íèé ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü ïîëó÷åííûå ðå-
çóëüòàòû äëÿ íîâûõ ôîðì îáó÷åíèÿ ïî
øêîëüíîé ïðîãðàììå.

Ïåðå÷èñëåííûå ñîîáðàæåíèÿ äåìîíñò-
ðèðóþò âîçìîæíîñòè, êîòîðûå ïðåäîñòàâ-
ëÿåò äàííûé èíñòðóìåíò äëÿ ðàñøèðåíèÿ
êëàññà çàäà÷ äèñòàíöèîííûõ ìàòåìàòè÷åñ-
êèõ îëèìïèàä.

ÎÁÎËÎ×ÊÀ «Ó×ÅÍÈÊÀ»
È ÎÁÎËÎ×ÊÀ «Ó×ÈÒÅËß»

Îáîëî÷êè, óïîìÿíóòûå â íàçâàíèè, �
äàíü òðàäèöèè: ó÷èòåëü çàïèñûâàåò óñëî-
âèå çàäà÷è â ôîðìå ïðåäèêàòà, à ó÷åíèê
ñòðîèò ãðàôèê ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèé
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ýòèì ñâîéñòâàì. Îäíàêî íåòðóäíî è îá-
ðàòèòü öåëü ðàáîòû: ó÷åíèê ìîæåò ñàì ñî-
ñòàâëÿòü ïðåäèêàòû, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî îíè
îïèñûâàþò íåêîòîðûå êëàññû ôóíêöèé,
à çàòåì ýêñïåðèìåíòèðîâàòü ñî ñâîèì îï-
ðåäåëåíèåì.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèè ýòèõ äâóõ ñîñòàâ-
ëÿþùèõ ñèñòåìû:

1) Ïîäñèñòåìà äëÿ ââîäà áàçîâûõ ïðå-
äèêàòîâ è çàäàíèÿ èõ ñëîâåñíûõ îïèñà-
íèé ïîçâîëÿåò êàæäóþ çàäà÷ó àññîöèèðî-
âàòü ñ íåêîòîðûì âûñêàçûâàíèåì, íàïðè-
ìåð, âûñêàçûâàíèå ( ( ))w MAX w∃  ñîîòâåò-
ñòâóåò âûñêàçûâàíèþ «ôóíêöèÿ èìååò
ìàêñèìóì», êîòîðîå åñòåñòâåííûì îáðà-
çîì òðàíñôîðìèðóåòñÿ â çàäà÷ó «Ïîñòðîé-
òå ôóíêöèþ, èìåþùóþ ìàêñèìóì», à âûñ-
êàçûâàíèå ( ( ) 0)w MAX w w∃ ∧ >  àíàëîãè÷-
íî ñîîòâåòñòâóåò çàäà÷å «Ïîñòðîéòå ôóí-
êöèþ, èìåþùóþ ìàêñèìóì ïðè ïîëîæè-
òåëüíîì çíà÷åíèè àðãóìåíòà». Ìîæíî
ïðåäëîæèòü ó÷åíèêàì ñàìèì ñîñòàâëÿòü
ôîðìàëüíî-ëîãè÷åñêèå îïèñàíèÿ çàäà÷,
ïðåäëàãàÿ ñëîâåñíûå ôîðìóëèðîâêè, íà-
ïðèìåð «Ãðàôèê ôóíêöèè ìîæåò èìåòü
ìàêñèìóì òîëüêî â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñ-
òè». Îòâåò: ( ( ) 0)w MAX w w∀ → > .

Çàìå÷àíèå. Ïîëåçíûì áóäåò ñðàâíèòü
ïðèâåäåííûå äâå çàäà÷è, ÷òîáû, êîíñòðó-
èðóÿ ãðàôèêè, íàéòè ïðèìåðû, íà êîòî-
ðûõ âûñêàçûâàíèÿ äàþò ðàçíûå îòâåòû.

2) Ïîäñèñòåìà äëÿ ââîäà ãðàôèêîâ
ôóíêöèé. Â ýòîé ñèñòåìå èìååòñÿ âîçìîæ-
íîñòü ðèñîâàòü ãðàôèêè, êîòîðûå âåðè-
ôèöèðóþòñÿ íà ðàçëè÷íûõ ñóæäåíèÿõ. Â
ñòàíäàðòíîì âàðèàíòå ýòî çàäà÷à «Ïîñò-
ðîéòå ãðàôèê ôóíêöèè, îáëàäàþùåé ñëå-
äóþùèìè ñâîéñòâàìè».

Îäíàêî ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ è äðó-
ãèå ïåäàãîãè÷åñêèå âàðèàíòû èñïîëüçîâà-
íèÿ âîçìîæíîñòåé ñîçäàííîé ñèñòåìû.
Íàïðèìåð, «÷¸ðíûé ÿùèê». Â ïðîãðàììå
ñïðÿòàíî íåêîòîðîå ñâîéñòâî ãðàôèêà,
êîòîðîå ó÷åíèê äîëæåí «îòêðûòü». Äëÿ
ýòîãî ó÷åíèê äåëàåò ýêñïåðèìåíòû, ââîäÿ
ðàçíûå ãðàôèêè è íàáëþäàÿ çà îòëè÷èåì
ðåàêöèè íà ñïðÿòàííîå ñâîéñòâî îò ðåàê-
öèè íà ñâîéñòâî, êîòîðîå îí êîíñòðóèðó-
åò êàê ðåøåíèå çàäà÷è. Çäåñü âîçìîæíû
âàðèàíòû ñ ñîõðàíåíèåì ââåä¸ííûõ ãðà-

ôèêîâ, ãåíåðèðîâàíèåì ñëó÷àéíîãî ãðà-
ôèêà, ïðîâåðêîé íà íåêîòîðîì çàäàííîì
ìíîæåñòâå ãðàôèêîâ ñ ðàçíîîáðàçíûìè
ñâîéñòâàìè (áàçîâîì ìíîæåñòâå).

ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÈ
È ÊÓÑÎ×ÍÎ-ËÈÍÅÉÍÛÅ ÔÓÍÊÖÈÈ

Çàìåòèì, ÷òî ïîòî÷å÷íûé ââîä ãðàôè-
êà ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì äëÿ îïèñàíèÿ
ñëåäóþùèõ êëàññîâ ôóíêöèé:

1) äëÿ ôóíêöèé íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà
èëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè; çàìåòèì, ÷òî äëÿ
îïèñàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè î÷åíü ÷àñ-
òî ïðèìåíÿåòñÿ èíäóêòèâíîå îïèñàíèå,
êîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäà¸òñÿ íå-
ñêîëüêèìè ïåðâûìè ÷ëåíàìè (íà ýòîé èäåå
îñíîâàíà Èíòåðíåò-ýíöèêëîïåäèÿ öåëî÷èñ-
ëåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé [9], â êîòî-
ðîé îïèñàíî áîëåå 170 òûñÿ÷ èçâåñòíûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, à ñàìà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü íàõîäèòñÿ ïî ïðåäúÿâëåííûì
íåñêîëüêèì ïîñëåäîâàòåëüíûì å¸ ÷ëåíàì);

2) äëÿ êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ôóíêöèé (ïî-
âåäåíèå ãðàôèêà çà ïðåäåëàìè èçîáðàæà-
åìîé îáëàñòè îïðåäåëÿåòñÿ ïîâåäåíèåì
åãî êðàéíèõ ó÷àñòêîâ � ëó÷åé);

3) äëÿ îïèñàíèÿ ôóíêöèé «ëèíåéíûõ
â ìàëîì», òî åñòü äëÿ êóñî÷íî-äèôôåðåí-
öèðóåìûõ ôóíêöèé, êîòîðûå âêëþ÷àþò âñå
èçó÷àåìûå â øêîëå êëàññû ôóíêöèé; â
ýòîì ñëó÷àå ãðàôèê ñòðîÿùåéñÿ êóñî÷íî-
ëèíåéíîé ôóíêöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê
àïïðîêñèìàöèÿ èñõîäíîé ôóíêöèè, à ïîñ-
ëå ïîñòðîåíèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ îïåðàöèÿ
ñãëàæèâàíèÿ, êîòîðàÿ ïðîèçâîäèòñÿ òàêèì
îáðàçîì, ÷òîáû «óëîâèòü» òå ñî÷åòàíèÿ
òî÷åê, êîòîðûìè ÷åëîâåê, ââîäÿùèé ãðà-
ôèê, õîòåë ïåðåäàòü íåïðåðûâíûå åãî èç-
ìåíåíèÿ, è îáðàòíî, «óëîâèòü» ìåñòà ðàç-
ðûâîâ, èçëîìîâ è ïð.

Â ïåðâîì ñëó÷àå ñâîéñòâà ôóíêöèè
ïðîâåðÿþòñÿ äëÿ ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè, èçîáðàæåííûõ íà ýêðàíå. Äëÿ ýòîãî
êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà òî÷åê ïðîâåðÿåìûå
ñâîéñòâà áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ òî÷íî. Êàê
ïðàâèëî, ïðèâîäèìûé îòðåçîê ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè áåð¸òñÿ òàêèì, ÷òîáû ïðåäñòà-
âèòü âñå å¸ ñâîéñòâà äî ìîìåíòà ñòàáèëè-
çàöèè. Çà ïðåäåëàìè íà÷àëüíîãî îòðåçêà
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âàæíû àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà èçîáðà-
æàåìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïðåäñòàâëåíèå
êîòîðûõ îïèñàíî â äðóãîì ðàçäåëå ñòàòüè.

Âî âòîðîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü
îïèñàíà òî÷íî ñ ïîìîùüþ íàáîðà îòðåç-
êîâ è íå áîëåå ÷åì äâóõ ëó÷åé, êîòîðûìè
ìîãóò áûòü êðàéíèå çâåíüÿ ãðàôèêà êó-
ñî÷íî-ëèíåéíîé ôóíêöèè. Ïðè îòðèñîâêå
ýòèõ ôóíêöèé èñïîëüçóåòñÿ çíàê «ñòðåëî÷-
êà» äëÿ óêàçàíèÿ òîãî, ÷òî ãðàíè÷íàÿ òî÷-
êà íå âõîäèò â çâåíî ãðàôèêà. Òàêæå ýòîò
èíñòðóìåíò óäîáåí äëÿ èçîáðàæåíèÿ ëó÷åé.

Â òðåòüåì ñëó÷àå ãðàôèê êóñî÷íî-ëè-
íåéíîé ôóíêöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê àï-
ïðîêñèìàöèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè, ïðè ýòîì
÷àñòî âàæíû íå ñòîëüêî òî÷íûå çíà÷åíèÿ
ôóíêöèè, ñêîëüêî å¸ òåíäåíöèè íà òîì èëè
èíîì ó÷àñòêå: íåïðåðûâíîñòü è ðàçðûâû,
ìîíîòîííîñòü è ýêñòðåìóìû, íóëè è èí-
òåðâàëû çíàêîïîñòîÿíñòâà, âûïóêëîñòü-
âîãíóòîñòü è íàëè÷èå òî÷åê ïåðåãèáà. Êðî-
ìå òîãî, ïðè èçó÷åíèè àíàëèçà áîëüøóþ
ðîëü èãðàåò àñèìïòîòèêà ôóíêöèé êàê íà
áåñêîíå÷íîñòè, òàê è â îêðåñòíîñòè òî-
÷åê ðàçðûâà. Äëÿ îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ ôóí-
êöèè â ýòèõ ñëó÷àÿõ èñïîëüçóþòñÿ ñïåöè-
àëüíûå ñðåäñòâà, ñîñòàâëÿþùèå âàæíóþ
÷àñòü äàííîé ñòàòüè.

ÑÐÅÄÑÒÂÀ ÂÈÇÓÀËÈÇÀÖÈÈ

Èíòåðôåéñ èçîáðàæåíèÿ ãðàôèêà óñò-
ðîåí òàê, ÷òîáû ââîäèìîå ìíîæåñòâî òî-
÷åê îïðåäåëÿëî ãðàôèê ôóíêöèè. Äëÿ ýòî-
ãî áëîêèðóåòñÿ âîçìîæíîñòü ïîñòðîèòü
î÷åðåäíóþ òî÷êó òàê, ÷òîáû îíà ëåæàëà ëå-
âåå èëè áûëà íà òîé æå âåðòèêàëüíîé ïðÿ-
ìîé, ÷òî è òåêóùàÿ. Äâîéíîé ùåë÷îê îç-
íà÷àåò ðàçðûâ ôóíêöèè (òàêóþ æå ðîëü èã-
ðàåò ùåë÷îê ïðàâîé êíîïêîé ïðè ïîñòðî-
åíèè î÷åðåäíîé òî÷êè). Íà ðèñóíêå â ýòîì
ñëó÷àå áóäåò îòñóòñòâîâàòü îòðåçîê ïðÿìîé,
ñîåäèíÿþùèé ïîñëåäîâàòåëüíûå òî÷êè.

Äëÿ èçîáðàæåíèÿ àñèìïòîò èñïîëüçóþò-
ñÿ ñïåöèàëüíî ïðîâåäåííûå âåðòèêàëüíûå
è ãîðèçîíòàëüíûå ëèíèè, ïîïàäàíèå òî-
÷åê çà êîòîðûå èíòåðïðåòèðóåòñÿ ñïåöè-
àëüíûì îáðàçîì.

Èçîáðàæåíèþ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâå-
äåíèÿ ôóíêöèé ïîñâÿùåí ñëåäóþùèé
ïóíêò (ðèñ. 1).

Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ, ââåäåííàÿ ÷åðåç
ãðàôèê, êîòîðûé ïîêàçàí íà ðèñ. 1, àâòî-
ìàòè÷åñêè èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê

1) îïðåäåëåííàÿ äëÿ âñåõ äåéñòâèòåëü-
íûõ ÷èñåë;

2) èìåþùàÿ äâà íóëÿ, îäèí èç êîòî-
ðûõ îòðèöàòåëüíûé, äðóãîé ïîëîæèòåëü-
íûé (èìååòñÿ âîçìîæíîñòü óêàçàòü òî÷íûå
çíà÷åíèÿ êîðíåé èëè èõ ñâîéñòâà, íàïðè-
ìåð, óêàçàâ, ÷òî ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü
ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå áîëüøå îòðèöà-
òåëüíîãî), êîòîðûå îïðåäåëÿþò ïðîìåæóò-
êè çíàêîïîñòîÿíñòâà;

3) èìåþùàÿ ìèíèìóì, äî êîòîðîãî
ôóíêöèÿ ìîíîòîííî óáûâàåò, à ïîñëå êî-
òîðîãî ìîíîòîííî âîçðàñòàåò;

4) äâà ó÷àñòêà âûïóêëîñòè ââåðõ è îäèí
ó÷àñòîê âûïóêëîñòè âíèç (âîãíóòîñòè);

5) êðîìå òîãî, íà ìèíóñ áåñêîíå÷íîñòè
ôóíêöèÿ îãðàíè÷åíà, à íà ïëþñ áåñêîíå÷-
íîñòè ñòðåìèòñÿ ê ïëþñ áåñêîíå÷íîñòè.

Ïðèâåä¸ì (íåïîëíûé) ïåðå÷åíü óñëî-
âèé, íà îñíîâå êîòîðûõ ïîñòðîåí àëãî-
ðèòì ñãëàæèâàíèÿ. Â äàííîé ñòàòüå ýòîò
àëãîðèòì ïîäðîáíî íå îáñóæäàåòñÿ.

Ñãëàæèâàíèåì ìû áóäåì íàçûâàòü çà-
ìåíó êóñî÷íî-ëèíåéíîé ôóíêöèè äèôôå-
ðåíöèðóåìîé òàê, ÷òîáû ñìîäåëèðîâàòü
ñãëàæèâàíèå, êîòîðîå äåëàåò ó÷åíèê ïðè
ðèñîâàíèè ðóêîé. Ïðè ñãëàæèâàíèè ãðà-
ôèêà íà ïðîìåæóòêå, ãäå ôóíêöèÿ íåïðå-
ðûâíà, áóäóò ó÷òåíû ñëåäóþùèå ñîîáðà-
æåíèÿ.

1) òî÷êè ýêñòðåìóìîâ ñîõðàíÿþò ñâîè
ïîëîæåíèÿ;

Ðèñ. 1
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2) åñëè ýêñòðåìóì íåñòðîãèé, òî ìåæ-
äó êðàéíèìè òî÷êàìè ïîñòîÿíñòâà ñòðî-
èòñÿ îòðåçîê ïðÿìîé;

3) åñëè áîëåå òðåõ òî÷åê, èäóùèõ ïîä-
ðÿä, íàõîäÿòñÿ íà îäíîé ïðÿìîé, òî, êðî-
ìå êðàéíèõ çâåíüåâ ýòîãî ó÷àñòêà, îñòàëü-
íûå îñòàþòñÿ áåç èçìåíåíèÿ;

4) ó÷àñòêè ìîíîòîííîñòè ñãëàæåííîé
ôóíêöèè (êàê ïî îñè àáñöèññ, òàê è ïî
îñè îðäèíàò) íå ìåíÿþòñÿ;

5) àñèìïòîòè÷åñêèé õàðàêòåð îïðåäå-
ëÿåòñÿ ðàñïîëîæåíèåì ó÷àñòêîâ ãðàôèêà
â êðàéíèõ («áåñêîíå÷íî óäàëåííûõ» îá-
ëàñòÿõ);

6) ïðîìåæóòêè âûïóêëîñòè è âîãíó-
òîñòè ñîõðàíÿþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî åñòå-
ñòâåííîé âàðèàöèè ðàñïîëîæåíèÿ òî÷êè
ïåðåãèáà (êîòîðàÿ íå ìîæåò áûòü îïðå-
äåëåíà òî÷íî ïî ãðàôèêó êóñî÷íî-ëèíåé-
íîé ôóíêöèè) è ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé (àâ-
òîìàòè÷åñêè èëè ïðåäëàãàÿ ó÷åíèêó âà-
ðèàíòû ðåøåíèÿ) â ñëó÷àå êîíôëèêòíûõ
ñèòóàöèé, êîòîðûå ìîãóò âîçíèêíóòü ïðè
íåäîñòàòî÷íîì êîëè÷åñòâå ïîñòàâëåííûõ
òî÷åê;

7) ïðè èçîáðàæåíèè ó÷àñòêîâ âûïóê-
ëîñòè è âîãíóòîñòè ÷àñòü òî÷åê, ëåæàùèõ
íà ó÷àñòêàõ âûïóêëîñòè îäíîãî çíàêà, ìî-
ãóò èãíîðèðîâàòüñÿ (ýòî ìîæíî ñ÷èòàòü
ìîäåëèðîâàíèåì ïîâòîðíûõ äâèæåíèé êà-
ðàíäàøîì ïî îäíîìó ó÷àñòêó ãðàôèêà, ÷òî-
áû ñãëàæèâàíèå ïîëó÷èëîñü ëó÷øå, ïîñëå
òîãî êàê ó÷åíèê óâèäåë, ÷òî íåêîòîðûå
ó÷àñòêè ãðàôèêà êîíôëèêòóþò ñ äðóãèìè).

ÇÀÄÀÍÈÅ ÁÅÑÊÎÍÅ×ÍÎ ÁÎËÜØÈÕ
È ÁÅÑÊÎÍÅ×ÍÎ ÌÀËÅÍÜÊÈÕ

ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÅÉ

Çàìåòèì, ÷òî êëàññè÷åñêèé êóðñ àíà-
ëèçà íà÷èíàåòñÿ ñ èçó÷åíèÿ ïðåäåëîâ ïîñ-
ëåäîâàòåëüíîñòåé, ïîñëå ÷åãî ðåçóëüòàòû
ïåðåíîñÿòñÿ íà ïðåäåëû ôóíêöèé. Â ïðåä-
ëàãàåìîé íàìè ìîäåëè, ó÷åíèê â ïåðâóþ
î÷åðåäü âñòðå÷àåòñÿ ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñ-
òÿìè. Åäèíñòâåííûì îòëè÷èåì ÿâëÿåòñÿ òî,
÷òî àáñöèññû ñîçäàâàåìûõ òî÷åê ãðàôèêà
íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿþòñÿ öåëûìè (÷òî,
âïðî÷åì, ëåãêî èñïðàâèòü, ïðèâÿçàâ òî÷-
êè è âûíóæäàÿ ó÷åíèêà ñòàâèòü òî÷êè ãðà-

ôèêà ñ ïîñëåäîâàòåëüíûìè öåëûìè àáñ-
öèññàìè).

Â ýòîì ñëó÷àå íàì áû õîòåëîñü, ÷òîáû
èíòåðôåéñ äëÿ ââîäà ãðàôèêà ôóíêöèè
ïîçâîëÿë åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðèäàâàòü
ñìûñë òàêèì âûñêàçûâàíèÿì êàê:

( ( ( ( ) )))N M x x M f x N∀ ∃ ∀ > → >  � îï-
ðåäåëåíèå ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,
ðàâíîãî «ïëþñ áåñêîíå÷íîñòè»,

0( ( ( | ( ) | )))M x x M f xε ε∀ > ∃ ∀ > → <  �
îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,
ðàâíîãî íóëþ.

Ïðîáëåìîé çäåñü ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäè-
ìîñòü ïðîâåðêè (è ðèñîâàíèÿ íà ãðàôè-
êå) áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê. Îäíàêî íè
îäíà èëëþñòðàöèÿ, åñòåñòâåííî, òàêîãî
òðåáîâàíèÿ îáåñïå÷èòü íå ìîæåò. Íà ðè-
ñóíêàõ îáû÷íî ïðèíèìàþòñÿ óñëîâíîñòè,
êîòîðûå ìû ôîðìàëèçóåì ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì.

Ðÿäîì ñ êðàÿìè ïîëÿ ãðàôèêà ôóíê-
öèè íàõîäÿòñÿ äâå âåðòèêàëüíûå è äâå ãî-
ðèçîíòàëüíûå ëèíèè, ïîïàäàíèå ãðàôèêà
çà êîòîðûå ñèìâîëèçèðóåò ïîâåäåíèå «íà
áåñêîíå÷íîñòè» è êîíå÷íîñòü èëè áåñêî-
íå÷íîñòü ïðåäåëà.

Çäåñü ìû ñ÷èòàåì âàæíûì ïðèäàòü òî÷-
êàì â ýòèõ îáëàñòÿõ ñâîéñòâà, êîòîðûå
áû ñîîòâåòñòâîâàëè âûñêàçûâàíèÿì, îï-
ðåäåëÿþùèì ðàçëè÷íûå âèäû ïðåäåëüíî-
ãî ïîâåäåíèÿ.

Òàê, íàïðèìåð, ïåðâîå èç ïðèâåäåí-
íûõ âûøå îïðåäåëåíèé ÷èòàåòñÿ òàê «äëÿ
ëþáîãî ÷èñëà N íàéä¸òñÿ òàêîå M, ÷òî ïðè
âñåõ x áîëüøèõ M, çíà÷åíèå ôóíêöèè â
íèõ áóäåò áîëüøå N». Âåðõíÿÿ ãîðèçîí-
òàëüíàÿ ïðÿìàÿ â äàííîì ñëó÷àå èíòåðïðå-
òèðóåòñÿ êàê y = N, à ïðàâàÿ âåðòèêàëü-
íàÿ � êàê x = M. Åñëè ïðè ïîñòðîåíèè
ãðàôèêà îäíà èëè íåñêîëüêî òî÷åê ïîïà-
äàþò â ïðàâûé âåðõíèé óãîë, òî ýòî èí-
òåðïðåòèðóåòñÿ êàê îïèñàííûé âûøå âèä
àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ. Â ýòîì ñëó-
÷àå òî÷êàì ãðàôèêà, ïîïàâøèì â ýòó îá-
ëàñòü, áóäåò ïðèïèñàíî ñâîéñòâî áûòü ñâÿ-
çàííûìè ñ ïðÿìûìè x = M è y = N, òàê
÷òîáû ïðè äâèæåíèè ýòèõ ïðÿìûõ ñîõðà-
íÿëîñü îòíîñèòåëüíîå ïîëîæåíèå òî÷åê â
êðàéíèõ îáëàñòÿõ (òî åñòü, ÷òîáû âåëè÷è-
íà ñäâèãà ýòèõ òî÷åê îòíîñèòåëüíî êðàé-
íèõ ïðÿìûõ íå ìåíÿëàñü).
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Äëÿ âòîðîãî ïðèìåðà ïîíàäîáÿòñÿ äâå
ãîðèçîíòàëüíûå ïðÿìûå, áëèçêèå ê îñè
àáñöèññ ε−=y  è ε=y . Òî÷êè, ïîñòàâ-
ëåííûå ìåæäó ýòèìè ïðÿìûìè ïðàâåå ïðÿ-
ìîé x = M, èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê ëåæà-
ùèå áëèæå ê îñè, ÷åì ãîðèçîíòàëüíûå
ïðÿìûå, ïîýòîìó ïðè èõ ñáëèæåíèè îðäè-
íàòû ïîñòàâëåííûõ òî÷åê óìåíüøàþòñÿ
ïðîïîðöèîíàëüíî ïðèáëèæåíèþ ãîðèçîí-
òàëüíûõ ïðÿìûõ ê îñè àáñöèññ (ïðîèñõî-
äèò ãîìîòåòèÿ îòíîñèòåëüíî ïðîåêöèé òî-
÷åê íà îñü àáñöèññ).

Òàêèì îáðàçîì, ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæ-
íîñòü äèíàìè÷åñêîé óâÿçêè òî÷åê ñ ïàðà-
ìåòðàìè, êîòîðàÿ àäåêâàòíî âèçóàëèçèðó-
åò ñôîðìóëèðîâàííîå â ïðåäèêàòíîé ôîð-
ìå îïðåäåëåíèå.

Äëÿ äåìîíñòðàöèè îäíîñòîðîííåãî èëè
ðàçíîñòîðîííåãî ïðèáëèæåíèÿ ê íóëþ èëè
áåñêîíå÷íîñòè ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïîñò-
ðîåíèå íåñêîëüêèõ òî÷åê (êàê ìèíèìóì
äâóõ), êîòîðûå áóäóò íàõîäèòüñÿ â îäíîé
èç îáëàñòåé ðàçíîãî çíàêà èëè â ðàçíûõ
îáëàñòÿõ. Ýòî îïÿòü æå ñîîòâåòñòâóåò òðà-
äèöèè èçîáðàæåíèÿ ðàçëè÷íîãî ïðåäåëü-
íîãî ïîâåäåíèÿ íà ðèñóíêàõ.

Ïðè èçó÷åíèè àñèìïòîòèêè ôóíêöèé
íåîáõîäèìî ââåñòè â ðàññìîòðåíèå âîç-
ìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ âåðòèêàëüíûõ àñèì-
ïòîò. Ìåõàíèçì ïîñòðîåíèÿ âåðòèêàëüíîé
àñèìïòîòû ñðàáàòûâàåò àâòîìàòè÷åñêè,
êàê òîëüêî î÷åðåäíàÿ òî÷êà ãðàôèêà ïî-
ñòàâëåíà â îäíó èç ãðàíè÷íûõ ãîðèçîí-
òàëüíûõ ïîëîñ. Ïðè ýòîì âûäåëÿåòñÿ ïî-
ëîñà, â êîòîðóþ ïîïàäàþò òðè ïîñëåäîâà-
òåëüíûõ ïî ãîðèçîíòàëè óçëà. Åñëè ïðå-
äûäóùàÿ òî÷êà íå áûëà îáîçíà÷åíà êàê
êðàéíÿÿ (íàæàòèåì ïðàâîé êíîïêè ìûøè),
òî ó÷àñòîê ìåæäó íåé è òåêóùåé òî÷êîé
èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê «õâîñò àñèìïòîòû».
Íà ýêðàíå ýòî èçîáðàæàåòñÿ òàê: ÷åðåç
ñðåäíèé óçåë ïðîâîäèòñÿ âåðòèêàëüíàÿ
àñèìïòîòà, à â òåêóùåé òî÷êå, ðàñïîëî-
æåííîé â ñîñåäíåì ñëåâà óçëå, ðèñóåòñÿ
ñòðåëî÷êà, èçãèá êîòîðîé è ïðèáëèæåíèå
ê àñèìïòîòå ñîîòâåòñòâóþò îáû÷íîìó
èçîáðàæåíèþ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ
ãðàôèêà. Åñëè ïðåäûäóùàÿ òî÷êà áûëà
êðàéíåé òî÷êîé âåòâè ãðàôèêà, òî èçîá-
ðàæåíèå çàâèñèò îò òîãî, ãäå íàõîäèëàñü

ïðåäûäóùàÿ òî÷êà: âî âíóòðåííåé îáëàñ-
òè èëè ãðàíè÷íîé. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîâå-
äåíèå ãðàôèêà îçíà÷àåò, ÷òî ïðåäåë ñëåâà
ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì ôóíêöèè, à ïðå-
äåë ñïðàâà � áåñêîíå÷íîñòü (ñ òåì èëè
èíûì çíàêîì). Âî âòîðîì ñëó÷àå ïðåäåë ñ
îáåèõ ñòîðîí ðàâåí ïëþñ èëè ìèíóñ áåñ-
êîíå÷íîñòè. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîñëåäíèå
äâå òî÷êè ìîãóò íàõîäèòüñÿ íà ñîñåäíèõ
âåðòèêàëüíûõ ëèíèÿõ ñåòêè, ïðè÷¸ì ëå-
âàÿ èç íèõ áóäåò îáîçíà÷àòü àñèìïòîòó äëÿ
ïðàâîé âåòâè ãðàôèêà, âî âòîðîì ñëó÷àå
ìåæäó íèìè äîëæíà áûòü îäíà ëèíèÿ ñåò-
êè, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò àñèìïòîòå îáå-
èõ âåòâåé (åñëè ïðè ðèñîâàíèè ãðàôèêà
âåòêè ãðàôèêà áóäóò ðàçíåñåíû ïî ãîðè-
çîíòàëè äàëüøå, ÷åì óêàçàíî çäåñü, ýòî
áóäåò èíòåðïðåòèðîâàíî êàê ñóæåíèå îá-
ëàñòè îïðåäåëåíèÿ).

Áîëåå ñëîæíûì ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå
íà ðèñóíêå êîíå÷íûõ îäíîñòîðîííèõ ïðå-
äåëîâ. Äëÿ ýòîãî ââîäèòñÿ ìåõàíèçì «ýïñè-
ëîí-äåëüòà» ïðÿìîóãîëüíèêîâ (èëè ëîâóøåê),
êîòîðûå ïðèäàþò ïîïàâøèì â íèõ òî÷êàì
ñâîéñòâà ïðîïîðöèîíàëüíîãî èçìåíåíèÿ
âìåñòå ñ ãðàíèöàìè ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Òî÷-
íûé ñìûñë èñïîëüçîâàíèÿ «ýïñèëîí-äåëüòà
ëîâóøåê» ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Êîîðäè-
íàòû òî÷êè M (xi; yi), ïîñòàâëåííîé âíóòðü
«ÿùèêà» [ ; ] [ ; ]a a b bδ δ ε ε− + × − + , äîëæíû
äåëàòü ñëåäóþùåå âûñêàçûâàíèå èñòèííûì:

0( 0(| | | | ))i ix a y bε δ δ ε∀ > ∃ > − < → − < .
Ïîñòðîåíèå «ýïñèëîí-äåëüòà ëîâóøêè»
îñóùåñòâëÿåòñÿ âûáîðîì ñîîòâåòñòâóþùå-
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ãî èíñòðóìåíòà è ùåë÷êîì íà ïîñòðîåí-
íîé òî÷êå ãðàôèêà. Ïðè ýòîì íà ýêðàíå
èçîáðàæàåòñÿ êâàäðàòíàÿ îáëàñòü, öåíòð
êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ âûáðàííîé òî÷êîé.
Ïîñòðîåííàÿ îáëàñòü âêëþ÷àåò 25 óçëîâ
ñåòêè (äâå ëèíèè ñåòêè ñëåâà è äâå ñïðà-
âà ïîçâîëÿþò ïåðåäàòü õàðàêòåð ñòðåìëå-
íèÿ ê ïðåäåëó: ïðèáëèæàåòñÿ ñâåðõó, ñíèçó
èëè íåìîíîòîííî). Ïîñòðîåíèå «ýïñèëîí-
äåëüòà ëîâóøêè» áëîêèðóåòñÿ, åñëè å¸
èçîáðàæåíèå èìååò ïåðåñå÷åíèå ñ ãðàíè÷-
íîé îáëàñòüþ (äëÿ ðàçðåøåíèÿ ïðîáëåì-
íîé ñèòóàöèè äîñòàòî÷íî óìåíüøèòü ìàñ-
øòàá ðèñóíêà).

Äëÿ äåìîíñòðàöèè çíà÷åíèÿ ëþáîãî ïðå-
äåëà áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ñòðåëêà íà êîí-
öå ëîìàíîé. Ðèñîâàíèå ñòðåëêè, êàê óæå
ãîâîðèëîñü âûøå, áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ òàê-
æå äëÿ äåìîíñòðàöèè áåñêîíå÷íûõ ïðåäå-
ëîâ è äëÿ ïîâåäåíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè.

Èñïîëüçîâàíèå ñòðåëîê äëÿ èëëþñòðà-
öèè êîíå÷íûõ ïðåäåëîâ ìîãëî áû ñîâñåì
çàìåíèòü èñïîëüçîâàíèå «ýïñèëîí-äåëüòà
ëîâóøåê», îäíàêî ïðè ýòîì ïðîïàä¸ò âîç-
ìîæíîñòü äåìîíñòðàöèè äèíàìè÷åñêîé
çàâèñèìîñòè êîîðäèíàò òî÷åê îò ïàðàìåò-
ðîâ «ýïñèëîí» è «äåëüòà», êîòîðîå îñî-
áåííî âàæíî, åñëè â îáëàñòü ÿùèêà ïî-
ñòàâëåíî íåñêîëüêî òî÷åê.

Ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñ. 2 ââåä¸ííûé
ãðàôèê ïåðåäà¸ò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ôóí-
êöèè:

1) îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ñî-
ñòîèò èç äâóõ ïðîìåæóòêîâ: ïîëóáåñêî-
íå÷íîãî îòêðûòîãî ïðîìåæóòêà (èíòåðâà-
ëà) è êîíå÷íîãî ïðîìåæóòêà, íå âêëþ÷à-
þùåãî ëåâóþ ãðàíèöó, íî âêëþ÷àþùåãî
ïðàâóþ;

2) íà ëåâîì ïðîìåæóòêå îáëàñòè îï-
ðåäåëåíèÿ ôóíêöèÿ îãðàíè÷åíà, èìååò
îäèí ìèíèìóì, äî êîòîðîãî ôóíêöèÿ óáû-
âàåò, à ïîñëå êîòîðîãî âîçðàñòàåò, äâà
ïðîìåæóòêà âûïóêëîñòè è îäèí � ñðåä-
íèé � âîãíóòîñòè;

3) íà ïðàâîì ïðîìåæóòêå èç îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèÿ íå îãðàíè÷åíà
ñâåðõó, ìîíîòîííî óáûâàåò è ÿâëÿåòñÿ
âîãíóòîé;

4) â òî÷êå ðàçðûâà ôóíêöèÿ èìååò êî-
íå÷íûé ïîëîæèòåëüíûé ïðåäåë ñëåâà, ê

êîòîðîìó ôóíêöèÿ ñòðåìèòñÿ, ìîíîòîííî
âîçðàñòàÿ, è ïðåäåë «ïëþñ áåñêîíå÷íîñòü»
ïðè ñòðåìëåíèè ê òî÷êå ðàçðûâà ñïðàâà.

ÏÐÈÌÅÐÛ ÎËÈÌÏÈÀÄÍÛÕ ÇÀÄÀ×

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðîèëëþñòðèðîâàòü
íåêîòîðûå âîçìîæíîñòè ðàçðàáîòàííîãî
èíñòðóìåíòà, ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðè-
ìåðîâ çàäà÷ ïî ìàòåìàòèêå, êîòîðûå ìîæ-
íî èñïîëüçîâàòü íà îëèìïèàäàõ ðàçëè÷íî-
ãî óðîâíÿ.

Ïåðâàÿ ñåðèÿ çàäà÷ ñâÿçàíà ñ ïîñòðî-
åíèåì ãðàôèêîâ ïî çàäàííûì ñâîéñòâàì.

Çàäà÷à 1-1. Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíê-
öèè, èìåþùèé äâà ìàêñèìóìà è íè îäíî-
ãî ìèíèìóìà.

Çàäà÷à 1-2. Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíê-
öèè, ó êîòîðîé çíà÷åíèå ôóíêöèè â òî÷êå
ìàêñèìóìà ìåíüøå çíà÷åíèÿ â òî÷êå ìè-
íèìóìà.

Êîììåíòàðèé. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòèõ çà-
äà÷ íóæíî äîãàäàòüñÿ, ÷òî ó ôóíêöèè äîë-
æåí áûòü ðàçðûâ.

Çàäà÷à 1-3.
à) Ïîñòðîèòü ãðàôèê íå÷¸òíîé ôóíê-

öèè, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç òî÷êè A (�4; 2),
B (1; 2), C (3; �3).

á) Ïîñòðîèòü ãðàôèê íå÷¸òíîé ôóíê-
öèè, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç òî÷êè A (�4; 2),
B (1; 2), C(3; �3) è èìåþùèé íå áîëåå îä-
íîãî ìèíèìóìà.

Êîììåíòàðèé. Äëÿ ðåøåíèÿ ïóíêòà à)
ýòîé çàäà÷è íóæíî äîñòðîèòü ñèììåòðè÷-
íûå òî÷è ïî îïðåäåëåíèþ íå÷¸òíîé ôóíê-
öèè, à ïîòîì ïðîâåñòè ÷åðåç ýòè òî÷êè
ãðàôèê. Äëÿ ðåøåíèÿ ïóíêòà á) íóæíî
äîãàäàòüñÿ, ÷òî ó ôóíêöèè äîëæåí áûòü
ðàçðûâ.

Âòîðîé òèï çàäà÷ îòíîñèòñÿ ê êëàññè-
÷åñêèì � «ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè,
çàäàííîé ôîðìóëîé èëè òåêñòîâûì îïè-
ñàíèåì».

Â äàííîì ñëó÷àå ñëåäóåò îãðàíè÷èòüñÿ
êóñî÷íî-ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè, îäíàêî
ñðåäè íèõ åñòü ìíîãî äîñòîéíûõ âíèìàíèÿ.

Çàäà÷à 2-1. Íàä ãðàôèêîì ôóíêöèè
y = x âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ:
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ÊÎÌÏÜÞÒÅÐ Â Ó×ÅÁÍÎÌ ÏÐÎÖÅÑÑÅ

1) f (x) → f (x�1),
2) f(x) → | f(x)|,
3) f (x) → f (|x |),
4) f (x) → f (x)�1,
5) f(x) → | f(x)|.
Ïîñòðîéòå ïîëó÷èâøèéñÿ ãðàôèê.

Çàäà÷à 2-2. Ôóíêöèÿ y = sign(x) îïðå-
äåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:








=
<−
>

=
0ïðè0

0ïðè1

0ïðè1

)(

x

x

x

xsign
.

Íàðèñóéòå ãðàôèê ôóíêöèè

( 1) (4 )y sign x sign x= + + − .

Çàìå÷àíèå. Åñëè â ïðåäûäóùåì òèïå
çàäà÷ ìû èìåëè äåëî ïî ñóùåñòâó ñ ïîñ-
ëåäîâàòåëüíîñòÿìè, è íàñ èíòåðåñîâàëè
òîëüêî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â êîíå÷íîì ÷èñ-
ëå òî÷åê, òî äàííûé òèï çàäà÷ ïðåäïîëàãà-
åò ïðîâåðêó ðàâåíñòâà ôóíêöèé â áåñêî-
íå÷íîì ÷èñëå òî÷åê. Äëÿ ýòîãî íóæåí àï-
ïàðàò ñðàâíåíèÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà îò-
ðåçêîâ, êîòîðûìè çàäàåòñÿ ââîäèìàÿ ôóí-
êöèÿ è ìîæåò áûòü çàäàí îòâåò. Ñðàâíåíèå
ìíîæåñòâ îòðåçêîâ íå ïðåäñòàâëÿåò òðóä-
íîñòåé, åñëè ó÷åñòü, ÷òî îäèí îòðåçîê ìî-
æåò áûòü ïðåäñòàâëåí îáúåäèíåíèåì íå-
ñêîëüêèõ (ïåðåêðûòèåì îòðåçêîâ ìîæíî
ïðåíåáðå÷ü, ïåðåäàâ ñëåæåíèå çà îòñóòñòâè-
åì òàêèõ ñèòóàöèé èíòåðôåéñó ââîäà).

Äðóãîé òèï çàäà÷ ñâÿçàí ñ àêêóðàòíîé
çàïèñüþ íà ÿçûêå ïðîïîçèöèîíàëüíûõ
ôîðìóë òåõ èëè èíûõ ñâîéñòâ ãðàôèêîâ
ôóíêöèé è ñ ýêñïåðèìåíòàìè ñ ïðèìåðà-
ìè ôóíêöèé, ïîçâîëÿþùèìè ñäåëàòü ñà-
ìîïðîâåðêó ãèïîòåç.

Çàäà÷à 3-1. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ áóäåì
èñïîëüçîâàòü ÿçûê, ôîðìàëüíîå îïðåäåëå-
íèå êîòîðîãî äàíî â ñïðàâêå. Äëÿ ïðèìå-
ðà, óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî ãðàôèê ëåæèò
â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè çàïèñûâàåòñÿ
òàê ( ( ) 0)x f x∀ > . Çàïèøèòå íà ýòîì ÿçûêå
ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ôîðìóë ñâîéñòâî
«ãðàôèê ôóíêöèè ëåæèò âûøå áèññåêò-
ðèñû ïåðâîãî è òðåòüåãî êîîðäèíàòíûõ
óãëîâ».

Ïðè ðåøåíèè òàêèõ çàäà÷ â ïðîöåññå
ïîäãîòîâêè ê îëèìïèàäå ìîæíî èñïîëü-

çîâàòü ðåæèì âåðèôèêàöèè ðåøåíèé. Â
ýòîì ðåæèìå áóäóò ñëó÷àéíî ãåíåðèðîâàòü-
ñÿ ïðèìåðû ôóíêöèé, íà êîòîðûõ ýòàëîí-
íûé ïðåäèêàò áóäåò ñðàâíèâàòüñÿ ñ ââå-
ä¸ííûì ïðåäèêàòîì. Ïðèìåðû, íà êîòî-
ðûõ çíà÷åíèÿ ïðåäèêàòîâ ðàçëè÷àþòñÿ,
äåìîíñòðèðóþòñÿ ó÷àñòíèêó.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ïðåäñòàâëåííûé ïîäõîä äåìîíñòðèðóåò
âîçìîæíîñòü ñîåäèíèòü òðàäèöèè ãðàôè-
÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ èíôîðìàöèè ñ îä-
íîçíà÷íûì ñïîñîáîì èõ èíòåðïðåòàöèè,
÷òî ïîçâîëÿåò ðàñøèðèòü ìíîæåñòâî ñïî-
ñîáîâ ââîäà ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðè äèñòàí-
öèîííîì îáó÷åíèè, ïðèáëèçèâ èõ ê òåì,
ïîñðåäñòâîì êîòîðûõ ïðîèñõîäèò îáû÷-
íîå (î÷íîå) îáùåíèå ó÷èòåëÿ è ó÷åíèêà.
Ïîñëåäíåå ÿâëÿåòñÿ âàæíûì óñëîâèåì ýô-
ôåêòèâíîé ðåàëèçàöèè Èíòåðíåò-îëèìïè-
àä ïî ìàòåìàòèêå [10].

Âòîðûì âàæíûì àñïåêòîì ïðåäñòàâëåí-
íîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü îïè-
ñûâàòü óñëîâèå çàäà÷è ôîðìàëüíî, èñïîëü-
çóÿ ÿçûê ëîãèêè ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ýòîò
ôîðìàëèçì, ñ îäíîé ñòîðîíû, äà¸ò âîç-
ìîæíîñòü äëÿ àâòîìàòè÷åñêîé ïðîâåðêè
ðåøåíèÿ áåç ñïåöèàëüíî óêàçàííîãî ýòà-
ëîííîãî îòâåòà èëè ðåøåíèÿ [11]. Ñ äðó-
ãîé ñòîðîíû, âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ
ÿçûêà ëîãèêè ïîçâîëÿåò ïîääåðæàòü çàäà-
÷è íà àêêóðàòíîå ïîñòðîåíèå îïðåäåëå-
íèé, ÷òî îñîáåííî âàæíî íà íà÷àëüíîì
ýòàïå èçó÷åíèÿ âûñøåé ìàòåìàòèêè (àíà-
ëèçà áåñêîíå÷íî ìàëûõ).

Ðàçðàáîòàííûé ìîäóëü ïîçâîëÿåò ïîä-
äåðæèâàòü êîíñòðóêòèâíûå çàäà÷è íà ïî-
íÿòèÿ ìîíîòîííîé ôóíêöèè, ýêñòðåìóìà,
ïðîìåæóòêîâ âîçðàñòàíèÿ è óáûâàíèÿ,
àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè,
âûïóêëîñòè è âîãíóòîñòè ãðàôèêîâ è ðàç-
ëè÷íûå ñî÷åòàíèÿ ýòèõ ñâîéñòâ. Èñïîëü-
çîâàíèå ðàçðàáîòàííîãî ìîäóëÿ ïîçâîëÿ-
åò ó÷åíèêàì òðåíèðîâàòüñÿ â ôîðìóëèðîâ-
êå àêêóðàòíûõ îïðåäåëåíèé ïîíÿòèé ìà-
òåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, òàêèõ êàê îïðå-
äåëåíèå ïîíÿòèÿ ïðåäåëà íà ïëþñ-ìèíóñ
áåñêîíå÷íîñòè, îïðåäåëåíèå îãðàíè÷åííî-
ñòè ôóíêöèè ñâåðõó è ñíèçó è äð.
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Abstract

The article is devoted to development of software to support an important type of
mathematical problems: to construct mathematical object when his properties are given.
Problems descriptions are formalized by predicates including standard mathematical
operations and numerical functions, logic operations and quantifiers. The developed
technology is illustrated by the functional problems. To plot function by «hand» the
authors consider its linear simplification. To mark asymptotic behavior some special tools
are proposed.

Keywords: eLearning, statements verification, predicates, limit definitions visualisation,
function plot input.


